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Расчетная схема взаимодействия колеса 

с опорной поверхностью: v – вектор ли-

нейной  скорости;  x,  z  –  декартовы 

координаты; Мк – крутящий момент, 

подведенный к колесу от трансмиссии; 

Мf  – момент сопротивления качению 

колеса; s – траектория перемещения 

элементарной частицы грунта из т. 1 в 

т. 2; q – элементарная реакция грунта;  

hг – глубина колеи;  hш  – деформация 

шины;  R  –  свободный  радиус  колеса;  

А = R – hш – hг 
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА ПРОЦЕССА  КАЧЕНИЯ 

ПНЕВМАТИЧЕСКОГО  КОЛЕСА  ПО ДЕФОРМИРУЕМОМУ ГРУНТУ 

 
Приведена методика расчета энергетических затрат на качение пневматического колеса в сво-

бодном режиме. 
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Одним из наиболее сложных во-

просов в теории колесных машин яв-

ляется взаимодействие эластичных ко-

лес с поверхностью качения. Исклю-

чительную важность для анализа и оп-

тимизации процесса качения представ-

ляют энергетические затраты на де-

формацию грунта, составляющие 

большую часть суммарных потерь. 

Имеющиеся в данной области 

наработки базируются на следующих 

допущениях: замена эластичного коле-

са жестким и использование упрощен-

ных математических моделей шины 

(замена ее реальной поверхности ци-

линдром с различными вариациями 

[1],  что характерно для сельскохозяй-

ственных агрофонов). 

Лесотранспортные машины ра-

ботают главным образом  в лесисто-

болотистой местности, где имеет место 

сопоставимость деформаций эластич-

ного колеса и почвогрунтов. Причем 

поверхность контакта весьма далека от 

цилиндрической  и представляет собой 

совокупность  плоской и криволиней-

ной  (в плоскости Z, Y) зон. 

Основной целью данной работы 

является  исследование оптимизации 

энергетических затрат на деформацию 

грунта в процессе качения эластичного 

колеса с использованием математиче-

ских моделей, наиболее точно отобра-

жающих реальную картину  их взаи-

модействия. 

Для аналитического определе-

ния вида функциональных зависимо-

стей, отражающих затраты энергии на 

образование колеи, используем «сво-

бодный режим» качения колеса, кото-

рый является основой для определения 



ISSN 0536 – 1036. ИВУЗ. «Лесной журнал». 2011. № 2 

 

101 

параметров взаимодействия и в других 

режимах, в том числе и в «ведущем» 

[2], а также разработанную автором 

математическую модель шины [3], 

наиболее полно описывающую реаль-

ную поверхность взаимодействия   

эластичного колеса с лесными почво-

грунтами (см. рисунок). 

Заменяя действительный путь 

частицы грунта по циклоиде S его вер-

тикальной составляющей h по оси Z 

колеса,  принимаем, что реакция  q 

грунта на элементарную площадку 

протектора шины будет пропорцио-

нальна глубине ее погружения в грунт. 

Сумма произведений этих сил на ко-

ординаты Х их приложения определяет 

момент сопротивления  Мf  качению 

колеса вследствие деформации грунта. 

Уравнение для  Мf  можно представить 

в следующем виде: 

 

                 .,
ω

dxdyyxqМ f            (1)           

Поскольку 0hAzcq  [3] 

(где A  = R – h – ∆,  а  Pf = Mf/z, по-

лучим 

             
z

хdxdyAzC
Pf

μ
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В данных выражениях (1) и (2) Y 

представляет собой ось координат, 

перпендикулярную плоскости, а h0 – 

базовую деформацию почвогрунта, 

численно равную 0,01 м. 

Разложив (z – A)
μ
 в степенной 

ряд и поставив вместо z его значение 

из характеристического уравнения по-

верхности шины 
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Приняв х =R u, b = b v и опреде-

лив якобиан преобразования I = Rb >0, 

для первого интеграла получим рекур-

рентное соотношение 
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Перейдя к полярным координа-

там u = r cos , v = r sin , приведем ин-

теграл к следующему виду: 
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Преобразуем внутренний интег-

рал 

    

r

drrr
0

22

1μ
2 ,1  

который является частным случаем 

интеграла от биноминального диффе-

ренциала  [4]: 

                     ,dxbaxx
pnm

           (5)             

где m = 2;  

       
2

1μ
р  . 

Полученный интеграл не подхо-

дит ни под один из трех случаев выра-

жения его через элементарные функ-

ции. Тогда, применив подстановку           

t = r
2
, преобразуем его к виду 
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а  это  есть  частный  случай  интег-

рального  представления  неполной  

бета-функции [4] 

           

r
qp dttqрВx

0

11 ,11,        (7)   

которая  может  быть  выражена  через  

гипергеометрическую функцию F(а, b; 

с; х) следующим образом [4]: 

          хpqpF
p

x p

;1;1, .      (8)  

Гипергеометрическая функция, 

в свою очередь,  может быть выражена 

через гамма-функцию [4]: 
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 Взяв внешний интеграл в урав-

нении (4), получим 

.              

1        

2

1μ1

2

1μ1
2

2
1μ

1μ

2

2

2

2

ω

1μ

р

р
p

ГГ

ГГ

p

rbR

хdxdy
b

y

R

x
R

(10)

 

Так как F(1+ p) = р Г(р), а Г(1) = 1, 

то приведем правую часть уравнения 

(10) к следующему виду: 
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Использовав для гамма-функций 

асимптотическую формулу, получим  
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Решим последующие интегралы 

уравнения (3) и для жесткого колеса 

будем иметь 
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Проинтегрировав уравнение (3) 

в диапазоне от 0 до r1, определим по-

тери на деформацию грунта эластич-

ным колесом: 
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С учетом того, что  
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После разложения 
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в биноминальный ряд и соответст-

вующих преобразований окончательно 

получим 
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Сопротивление грунта качению 

колеса может быть определено, если 

известна работа, затрачиваемая на об-

разование колеи. В свою очередь, эта 

работа пропорциональна перемеще-

нию точки поверхности колеса в грун-

те из положения 1 (см. рисунок) в по-

ложение 2 по циклоиде S, которое мо-

жет быть заменено нормальным пере-

мещением h по оси Z колеса. 

С учетом того, что  hг = z – A, 

работа, затрачиваемая на образование 

колеи за один оборот эластичного ко-

леса, описывается следующей зависи-

мостью: 
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Интегрируем первый тройной 

интеграл по  dz и dl:  
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После замены переменных         

y = ub, u
2
 = t выражение принимает 

следующий вид: 
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Полученный интеграл  есть ча-

стный случай интегрального представ-

ления неполной бета-функции Вх (р, q) 

(уравнение (7)), которая  аналогичным  

образом (8) и (9) может быть выражена 

через гипергеометрическую функцию 

F(а, b; с;  х)  и в общем виде через                 

гамма-функцию 
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С учетом того, что Г(р+1) = р Г(р),  

Г(1) = 1, а π5,0Г , имеем 
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после преобразований будем иметь:  
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Проведем аналогичные выклад-

ки для второго тройного интеграла: 
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С учетом того,  что А= R – hг – hш, 

разлагаем выражение в скобках в би-

номинальный ряд и, ограничившись 

линейным приближением этого ряда, 

окончательно получаем 
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Таким образом, получена анали-

тическая зависимость для определения 

работы, затрачиваемой на деформацию 

грунта колесом в свободном режиме 

качения. Эта зависимость доведена до 

инженерного уровня и содержит пара-

метры грунта и шины, а также легко 

определяемые по таблицам значения  

гамма-функции. 
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Energy Assessment of Pneumatic Wheel       

Rolling Process along Deformed Soil 

 

 

The technique is provided for calculating energy 

costs on pneumatic wheel rolling in the free 

mode. 
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