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1. Общая постановка задачи и предпосылки ее решения 

В общем виде задачу можно сформулировать так: определить веро-

ятность продвижения вездехода на расстояние L, м, если известны число 
деревьев N, шт., на пробной площади S0, м

2
, средний радиус дерева R0 ≥ 0 и 

ширина колеи вездехода b, м. 

С практической точки зрения представляет интерес также решение 
обратной задачи, когда по известной вероятности преодоления лесистой ме-

стности определяется ширина колеи вездехода. 

Деревья, произрастающие в лесу, относятся к непреодолимым пре-

пятствиям, вездеход их может только объехать. Поэтому состояние вездехо-
да характеризуется понятиями «движение возможно» или «движение невоз-

можно». Оценочным параметром проходимости является вероятность пре-

одоления участка лесистой местности определенной длины. 
Составление математических моделей исследуемых процессов пред-

полагает определенную степень формализации или принятие некоторых до-

пущений. Решим данную задачу при следующих допущениях: 
1) вездеход изображаем в виде правильного треугольника. Это один 

из частных случаев формы трехколесного вездехода, принятый для более 

точного математического описания процесса его передвижения; 
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2) в любой момент при отсутствии препятствий возможны движение 

прямо вперед и повороты относительно точек касания задних колес с по-
верхностью. Поворот вокруг одного из задних колес осуществим при нали-

чии в ведущем мосту симметричного конического дифференциала; 

3) деревья расположены независимо друг от друга; 
4) вероятность появления деревьев определяется только плотностью 

их размещения, но не формой участка. 

Поскольку при поворотах точки вездехода перемещаются на разные 

расстояния, то учитываем движение середины задней оси (точка О, рис. 1). 
Задача допускает две постановки: 

1) движение происходит «вслепую», т. е. при первой же невозмож-

ности хода вперед или поворота вездеход останавливается; 
2) путь водитель выбирает заранее в пределах обзора местности. В 

поисках пути вездеход может возвращаться назад. В этом случае учитывают 

расстояние от начальной до самой дальней достигнутой точки, а не общий 
пробег. 

 
                             а                                                 б                                         в  

Рис. 1.  Возможные перемещения вездехода на шаг 0,5b вперед:  

а – движение прямо; б – движение влево при повороте вокруг  

   точки  А; в – движение вправо при повороте вокруг точки В 

 

Приведем решение для двух условий: 
1) шаг вездехода составляет 0,5 b, где b – ширина колеи вездехода; 

2) шаг можно сделать сколь угодно малым. 

Первое условие упрощает вычисления, второе же максимально по-
вышает маневренность и, как следствие, вероятность продвижения. 

Решение задачи основано на том, что вероятность отсутствия точеч-

ных препятствий или деревьев на площади S составляет е
-Sρ

, где  = 
0S

N
 – 

плотность размещения деревьев на участке. Если R0 > 0, но R0 << b, задачу 

можно свести к случаю, когда R0 = 0, считая ширину колеи вездехода равной 
b0 = b + 2R0.  

Обоснованность данного предположения вытекает из следующих 

соображений. 
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Пусть на участке площадью S0 разбросано случайно N деревьев. Не-

обходимо найти вероятность того, что на участке S1 < S0 нет ни одного дере-
ва (или есть 1, 2, 3 … дерева). Разделим S0 на малые участки ΔS, их число 

будет 
S

S0 шт. Значение ΔS стремится к нулю, поэтому появление более чем 

одного дерева на ΔS считаем невозможным. Тогда вероятность появления 

более одного дерева на участке ΔS составляет N
S

S

0

, а вероятность отсутст-

вия деревьев на ΔS, очевидно, равна (1 – N
S

S

0

). 

Назовем проверку участка ΔS испытанием, а появление дерева на ΔS 

– событием. Проверка участка S1 состоит из 
S

S1  испытаний, причем вероят-

ность события в отдельном испытании стремится к нулю. Испытания неза-

висимы, так как появление дерева на одном ΔS никак не влияет на появле-

ние другого дерева на другом ΔS. Считая 
S

S1  целым числом n, получаем по 

формуле Бернулли вероятность PS1 того, что на участке S1 будет в точности 
k деревьев: 

                               PS1(k) = 

knk

k
n N

S

S
N

S

S
C

00

1 .  

В частном случае при k = 0 получим вероятность отсутствия деревь-

ев на участке S1: 

                                PS1(0) = 

nn

n N
S

S
N

S

S
N

S

S
С

00

0

0

0 11 , 

т. е. 

                                            PS1(0) = 
S

S

N
S

S
1

0

1 .  

Сделаем ΔS → 0, тогда по второму замечательному пределу 

S

S

S
N

S

S
1

0
0

1lim = 0

1

e
S

NS

. 

Но 
0S

N
 – плотность размещения деревьев на участке, поэтому окон-

чательно получаем формулу для определения вероятности отсутствия де-

ревьев на участке S1 в следующем виде: 

                                            PS1(0) = 1e
S

,                                    (1) 

где  – плотность размещения деревьев на единице площади; 
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S1 – площадь участка. 

Этот вывод и положен в основу решения задачи. 

2. Проходимость при ограничении маневренности 

Ограничение маневренности вездехода заключается в том, что он 

может передвигаться только вперед без предварительной оценки местности 
и выбора маршрута, т. е. движение вездехода происходит «вслепую». Ма-

невренность вездехода ограничивается также отсутствием передачи заднего 

хода в его силовой передаче. При первой же невозможности движения впе-

ред или поворота вездеход останавливается. 
Перемещения на 0,5b можно достичь тремя способами (рис. 1): дви-

жение вперед на 0,5b; поворот влево или  вправо на 60  относительно зад-
него левого или заднего правого колеса. 

На рис. 1 ΔАВС – исходное, ΔА'В'С' – новое положение вездехода. 
Движение вездехода возможно, если на заштрихованных площадях нет цен-

тров препятствий. Пунктиром показано фактическое перемещение вездехо-

да ΔL = 0,5b. 

Площади заштрихованных частей составляют: 
при перемещении вперед 

                                          Sвп = 2
22

0bb
=

2

0bb
;  

влево и  вправо  

                      Sл = Sпр = 
4

3

3

2

2

1 2
2
0

b
b ≈ 2

00472,1 b  – 0,433b
2
. 

 
Соответственно, вероятность сдвига на 0,5b вперед, влево и вправо 

равна вероятности отсутствия деревьев на соответствующих площадях: 

                                           Р(вп) = 05,0
е

bb
;  

                               Р(л) = Р(пр) = 
22

0 433,00472,1
е

bb
.  

Для вычисления вероятности сдвига хотя бы в одном из направлений 
необходимо знать вероятность сдвига в двух и всех трех направлениях. Пло-

щади, на которых должны отсутствовать препятствия, показаны на рис. 2. 

Движение влево и вправо (рис. 2, а) возможно, если свободна пло-
щадь 

                   Sл,пр = 2Sсект = 2 2
0

2
0

2
0 0472,1

332

1
bbb .  

Движение вправо и вперед (рис. 2, б) возможно, если свободна пло-

щадь 

          Sпр,вп = Sпар + S + Sсект = 
22

1

32

1

22

2
0

0 b
b

bb
sin 30  

2

b
 cos 30  =  

                = 0,25bb0 + 2
0

6
b + 

32

3
b

2
 ≈ 0,25bb0 + 0,5236 2

0b + 0,0541b
2
. 
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Такая же площадь должна быть свободна для движения влево и впе-

ред (криволинейностью одной из сторон малого треугольника можно пре-
небречь). 

 
                                  а                                       б                                                 в 

Рис. 2. Площади, на которых должны отсутствовать препятствия при 

сочетании движений: а – при движении влево и вправо; б – при дви-

жении вправо и вперед (влево и вперед); в – при движении влево,  

                                               вправо и вперед 

Движение в любом направлении (рис. 2, в) возможно, если свободна 
площадь 

                 Sобщ = 2 SSсект  = 2 2
2
0

32

3

6
b

b
 ≈ 1,0472 2

0b  + 0,1082b
2
. 

По формуле вероятности суммы совместных событий 

   Р(ΔL = 0,5b) = P(вп) + Р(л) + Р(пр) – [Р(л, пр) + Р(вп, пр) + Р(вп, л)] + Робщ, 

т. е., исходя из формулы (1), 

Р(ΔL= 0,5b) =
2
0

22
0

22
00 0472,11082,00472,1433,00472,15,0

eee2e
bbbbbbb

 

                             
22

00 0541,05236,025,0
e2

bbbb
.                         (2) 

Если R0 = 0, то ширина колеи b совпадает с увеличенной шириной b0 

и формула (2) упрощается: 

 Р(ΔL = 0,5b) = 
22222 0472,11554,18277,06142,05,0 eeee2e bbbbb

. (3) 

Введем С = 
2

e b
, тогда 

                      Р(ΔL = 0,5b) = 0472,11554,18277,06142,05,0 2 CCCCC .  

Для продвижения на расстояние L необходимо сделать n = 
L

L
= 

b

L2
 

таких шагов. Вероятность того, что ни на одном шаге движение не будет 

остановлено, равна: 

                                 Р(ΔL = L) = 
bL

bLP
/2

5,0 .                       (4) 

Как показывают расчеты, эта вероятность очень мала даже при не-

больших плотностях из-за больших значений степени 2L/b. 

Заметим, что при малых значениях b
2

 (фактически менее 0,1) вы-
числение вероятности Р(ΔL = 0,5b) можно упростить, воспользовавшись 

приближенной формулой 
                                          e

-x
 ≈ 1 – x + 0,5х

2
 или e

-x
 ≈ 1 – x.  

4 
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Тогда  

Р(ΔL = 0,5b) ≈ 1 – (0,5 + 2·0,6142 – 2·0,8277 + 1,1554 – 1,0472)b
2

 +  

+ 0,5(0,5
2
 + 2·0,6142

2
 – 2·0,8277

2
 + 1,1554

2
 – 1,0472

2
)b

4 2
 = 1 – 0,1812b

2
 – 

                                                 – 0,0637b
4 2

 
или 

                                Р(ΔL = 0,5b) ≈ 1 – 0,1812b
2

.  

Поскольку 1 – 0,1812b
2

 ≈ 
21812,0e b

, получаем дальнейшее упроще-

ние: 

                        Р(ΔL =L) = 
bL

b
/2

1812,0 2

e ≈ е
-0,3624 bL

.                       (5) 

Возможность использования формулы для приближенных вычисле-

ний покажем на конкретных примерах. 

Пр и м ер  1 .  При  = 0,1; b = 2 м; L = 50 м (b
2

 = 0,4) получаем: не-
посредственным вычислением по формулам (3), (4) Р0 = 0,015; приближен-

ным   вычислением  по   формуле  (5)     е
-0,3624·10  

 =  е 
-3,624

  ≈   е
-3,6   

е 
-0,024    

≈ 
≈ 0,0273 · (1–0,024 + 0,000288) ≈ 0,0273 · 0,97629 ≈ 0,026. Как видим, при 

данной плотности размещения деревьев вычисление вероятности по при-

ближенной формуле дает завышенный результат. Расхождение возникло из-
за накопления погрешностей при возведении в большую степень. 

Пр и м ер  2 .  При  = 0,01; b = 2 м; L = 50 м (b
2

 = 0,04) получаем: 
непосредственным вычислением Р0 = 0,692; приближенным вычислением   

е
-0,3624 

= е
-0,3

е
-0,00624

 ≈ 0,7408·0,9395 = 0,696. В данном случае результат прак-

тически не зависит от методики вычислений. 

3. Проходимость при минимизации шага передвижения 

Методика решения данной задачи та же, что и для предыдущей. 

Пусть  – угол поворота вездехода относительно заднего колеса (рис. 3, б), 

причем  ≈ 0, поэтому sinα ≈  (в радианной мере). При этом шаг передви-

жения будет ΔL = 0,5b . 
Минимизация шага передвижения вездехода повышает его манев-

ренность и поэтому создает предпосылки для повышения вероятности пре-

одоления им лесистой местности. 

Для движения вперед на расстояние 0,5b  (рис.3, а) необходимо 
иметь следующую свободную площадь: 

                                                
222

22 00 bbbb
S CCAA . 

При повороте влево или вправо на α рад (рис. 3, б, в) площадь, на ко-

торой не должно быть деревьев: 

                      Sпр = Sлев ≈ 
31

23
)(

2

2

0

2

0 b
b

SS EAAСВС  
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31

331

231

)23(

2

1
2
02

0

b
b . 

 

 
                             а                                                        б                                          в  

 

Рис. 3. Возможные перемещения вездехода при минимизации шага:  

а – движение прямо; б – движение вправо при повороте вокруг точки В;  

                   в – движение влево при повороте вокруг точки А 

Для возможности движения как влево, так и вправо (рис.4, а) сво-
бодная площадь должна быть: 

                        

2

3
1

8

3
)(2

2
2)2(2 2

0

2

0

2

0 bb
b

SS HAACAC . 

Для движения вправо и вперед (рис.4, б) необходимо с незначитель-

ной погрешностью отсутствие деревьев на площади: 

   
)3(2

3)3(

4

3

22
)( 0

0
00 bb

b
bbbb

SSS OBCCOBDCCAA . 

Данную площадь можно приближенно определить по формуле 

                             
82

1
222

2

0

2

0
0 bb

b
b

bb
. 

Такая же площадь необходима для движения влево и вперед. 

Для движения в любую сторону (рис.4, в) необходима следующая 
свободная площадь: 

                                          2SBCС D = 
82

12
2

0bb . 

По формуле вероятности суммы совместных событий: 

Р(ΔL = 0,5b ) = P(вп) + Р(л) + Р(пр) – [Р(л, пр) + Р(вп, пр) + Р(вп, л)] + Робщ 

или по формуле (1) 

4* 
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              Р(ΔL = 0,5b ) = 
82

12
5,031

331
5,0

2

0

0

2
0

eee2
bb

bb
b

 

                           
2

3
1

82
25,1 2

0

2

0

ee2
bbb

.                       (6) 

 

 
                                    а                                             б                                        в 

Рис. 4. Площади, на которых должны отсутствовать препятст-

вия при минимизации шага и сочетании движений: а – при 

движении влево и вправо; б – при движении вправо и вперед 

(или  
     влево и вперед); в – при движении вправо, влево и вперед 

Обозначив d = 0e
bb

, получим более кратко: 

                         Р(ΔL = 0,5b ) = 
2

0

25,025,031

3315,0

2 ddd
b

b

 

                                         
2

3
1

125,05,025,1

0

2

2
b

b

dd . 

Для перемещения на ΔL = L необходимо сделать n = 
b

L

5,0
= 

b

L2
ша-

гов. Вероятность, что на каждом шаге движение возможно: 

                                   P0(ΔL = L) = b

L

bLP
2

5,0 .                       (7) 

При малых значениях  = 
0S

N
 также справедлива формула для при-

ближенного вычисления вероятности продвижения на 0,5b , однако возве-
дение в большую степень опасно накоплением погрешности. 

Пр и м ер  3 .  Пусть b = b0 = 2 м, L = 50 м,  = 0,1 ≈ 5,7 . Тогда           

bb0  = 0,04 при плотности  = 0,1. 

Р(ΔL = 0,1 м) = 
0866,104,03013,104,01025,204,05,004,02953,102,0 ee2eee2  

                    043464,0052052,00841,002,0025906,0 ee2eee2  

≈ 1 – (2 0,0259 + 0,02 + 0,0841 – 2 0,052 – 0,0435) + 0,5  (2  0,0259
2
 + 

         + 0,02
2
 + 0,0841

2
 – 2 0,052

2
 – 0,0435

2
) ≈ 1 – 0,0084 + 0,00076 ≈ 0,9924. 

Тогда Р(ΔL = 50 м) ≈ (0,9924)
500

 ≈ е
-0,0076 500

 = е
-3,8

 ≈ 0,0224. 
При шаге 0,5b вероятность составляет 0,015 (пример 1), следова-

тельно, с уменьшением шага вероятность преодоления лесистой местности 
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хотя и повышается, но ее абсолютное значение недостаточно, чтобы реко-

мендовать такой способ преодоления препятствия. 
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