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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА ОБРАЗОВАНИЯ КОЛЕИ 

ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ КОЛЕСНЫХ ЛЕСНЫХ МАШИН 

 
Предложена математическая модель процесса взаимодействия колеса машины с лес-

ным грунтом, учитывающая скорость движения машины. В явном виде учитываются 

геометрические параметры шины, нагрузка на колесо и механические параметры 

грунта, что позволяет на практике оценивать глубину образующейся колеи при про-

ходе колесной техники.  

 

Ключевые слова: грунт, колесный движитель, колееобразование. 

 

Для теоретического рассмотрения процесса деформации при взаимо-

действии шины и грунта используют два подхода: первый подход основан на 

определении эпюр нормальных и касательных давлений в контакте, их инте-

грировании и приравнивании силам, приложенным к оси колеса [1], второй – 

на рассмотрении лишь характерных зон поверхности контакта, параметры ко-

торых аналитически выражаются через деформацию шины и грунта. На прак-

тике любые решения по взаимодействию колеса с грунтом, ввиду неоднород-

ности и нестабильности лесного грунта, являются приближенными, т. е.  

в большинстве случаев второй подход более целесообразен. Учитывая изло-

женное, математическую модель взаимодействия колесной машины с лесным 

грунтом будем строить, используя один из методов второго подхода. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема взаимодействия колеса 

с грунтом (I – зона контакта) 
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Расчетная схема взаимодействия колеса с основанием представлена на 

рис. 1. В качестве определяющей выбрана зона контакта I. Нагрузка P в этой 

зоне может быть аналитически выражена через деформацию шины: 

                               пр 0

3 '
( ) 1 ,

2 '

z z
w

h hB H
P pb p p

H B B

  
     

 
                        (1) 

где  p – давление в зоне контакта; 

     bпр – см. схему на рис. 1; 

 hz – нормальный прогиб шины при внешнем действии нагрузки; 

 B – ширина профиля шины; 

H – высота профиля шины; 

pw – внутреннее давление воздуха в шине; 

p0 – давление в контакте при pw = 0. 

Методика расчета деформируемости шин с учетом конструктивных 

особенностей каркаса, протектора и боковин приведена в специальной лите-

ратуре [2]. Боковая и тангенциальная деформации шины определяются, как 

правило, экспериментально [2]. 

Для оценки нормального прогиба в зависимости от нагрузки и давления 

воздуха на практике может быть использована следующая эмпирическая фор-

мула [7]: 

                                                 
3/4
к0,562 ,
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z
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h K
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                                             (2) 

где K – постоянный для данной шины коэффициент, определяемый экспери- 

              ментально: для диагональных шин низкого давления – 0,4…0,74, 

              для шин с регулируемым давлением – 0,45…0,63; для широкопро- 

              фильных шин – 0,25…0,50;  

      Gк – внешняя нагрузка на колесо, Н.  

Здесь  рw приведена в мега-паскалях. 

Далее рассмотрим физическую модель деформации лесного грунта, ис-

пользуя физическую картину деформации грунта штампом. 

При относительно малых нагрузках грунт срезается по периметру и 

уплотняется. Под штампом образуется уплотненное ядро, которое перемеща-

ется в направлении действия нагрузки, уплотняя прилегающие слои грунта. 

При дальнейшем нагружении напряжения  в грунте в некоторых зонах дости-

гают предельных по прочности грунта значений и вызывают сдвиги. По мере 

роста нагрузки увеличивается объем грунта, подвергшегося сдвигу, и погру-

жение штампа в грунт. Далее происходит сдвиг всего объема грунта, приле-

гающего к штампу. Значительное погружение штампа при незначительном 

повышении нагрузки сопровождается выпиранием грунта в стороны от штам-

па. Под несущей способностью грунта ps будем понимать среднее давление на 

этом этапе деформирования.   

В механике грунтов при оценке деформаций и прочности грунта широко 

используют такой параметр,  как  модуль  деформации  Е.  Модуль  деформации 
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грунта определяют по общей деформации грунта (обратимой и необратимой): 

                                                                E





,                                                      (3) 

где σ – напряжения;  

      ε  – относительная деформация. 

Будем рассматривать грунт как линейно-деформируемое тело с модулем 

Е, а отклонение действительных деформаций от линейных hл выразим соот-

ношением нормального давления и несущей способности грунта: 

                                                            л .s

s

p
h h

p p



                                              (4) 

Расчетная схема определения линейной деформации грунта представле-

на на рис. 2. Сжатие элементарного слоя с начальной толщиной dz0 выражает-

ся уравнением 

                                                            л 0 ,zdh dz                                                    (5) 

а толщина элементарного слоя в деформированном состоянии: 

                                                         0 1 .dz dz                                                  (6) 

Решив уравнения (4) и (5) совместно с (3), получим: 

                                                          л .dh dz
E





                                               (7) 

 

 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема линейной деформации грунта 

10 
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Распределение напряжений в грунте по глубине [6]: 
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где     p – давление на грунт;  

     a, D' – параметры, зависящие от геометрических характеристик штампа: 

           a = 1 – b/H; 

         D' – диаметр круга, равновеликого по площади штампу; 

           b – ширина штампа; 

          Н – толщина штампа. 

         Тогда суммарная линейная деформация грунта 
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Учтем, что 

                                                       л .s

s
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                                                   (9) 

Подставив выражение (9) в (8), получим уравнение для определения де-

формации грунта с учетом сдвигов: 
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   (10) 

Несущая способность грунта не является независимой постоянной грунта, 
а изменяется в зависимости от размеров штампа и глубины его погружения. Не-
сущая способность однородного грунта может быть выражена уравнениями [1]: 
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где рs0 – вспомогательная функция при определении несущей способности  
                грунта, учитывающая геометрию штампа и свойства грунта; 
          γ = ρg; 
          ρ – плотность грунта; 

         kf  – вспомогательная функция, учитывающая влияние  угла  внутреннего  

                трения грунта на несущую способность грунта; 
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       С0 – внутреннее сцепление грунта; 

       0 – угол внутреннего трения. 

Эксперименты показали [3], что для грунтов характерна релаксация 

напряжений. Используемые релаксационные модели грунта обычно основаны 

на теории Максвелла: выравнивание или релаксация напряжений в пластич-

ных телах во времени совершается пропорционально наличной величине 

напряжений [8]. 

Известно, что время действия на грунт нагрузки можно учесть некоторым 

коэффициентом, зависящим от релаксационных свойств грунта [5]. Значение 

этого коэффициента можно найти, например, из следующего уравнения [2]: 

                                       

0
р0

д
р

0
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exp 1

1 exp ,

exp 1

t
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dt
t t

K
tt

dt
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                     (12) 

где  σ0 – начальное напряжение; 

         t – время воздействия; 

        tр – время релаксации напряжений. 

Выразим время t через скорость машины v и длину площадки контакта 

2 :zl Dh  

                                                           .
2 z

v
t

Dh
                                                  (13) 

Время релаксации грунта имеет корреляционную связь с величиной, об-

ратной углу внутреннего трения [2]: 

                                                               
р

р
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,
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                                                 (14) 

где kp = 0,5°. 

Таким образом, 

                                                    0
д

р

1 exp .
2 z
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                              (15) 

Тогда окончательно глубину колеи с учетом скорости движения  

машины и нагрузки на колесо можно получить из уравнения (10). Для этого 

используем значение p, полученное из выражения (1), предварительно разде-

лив его на bпр и умножив на Kд по (15). При определении параметров грунта, 

входящих в уравнение (9), вместо b необходимо использовать bпр. Величину l 

принимаем равной 0,01 м (длина зоны I на рис. 1). Для расчета принимаем  

геометрические параметры шины B, H', D, bпр по [4] для шины 12,4/11-38” 

(трактор Т-40АЛ); характеристики основания: E = 400 кПа; C0 = 10 кПа;  

φ0 = 150; H = 1 м. 
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Рис. 3. Зависимость давления Р в зоне контакта шины с 

грунтом (а)  и глубины h при одном проходе машины (б) 

       от скорости машины  и нагрузки на колесо Gк 

 

 Результаты расчетов представленные на рис. 3, показали очевидную 

нелинейную зависимость как давления на грунт, так и глубины колеи от ско-

рости машины.  
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Mathematical Model for Rutting by the Action of Wheeled Forest Vehicles 

 

A mathematical model of interaction of the wheel with the forest soil, taking into account 

the speed of the vehicle, has been developed. We explicitly take into account tire geomet-

rics, wheel load and mechanical properties of soil, which allows assessing the depth of the 

rut left by the passing vehicles. 
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